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Abstract  Based on Discrete-Time Sliding Modes, two controllers are presented. The first one is a controller that doesn’t con-
sider computation time delay. The second one controller was designed taking in consideration the computation time delay. The 
computation time delay is assumed to be constant and smaller than the sampling time. The usefulness of the proposed controller 
is demonstrated through simulations on the Rotary Motion Double Inverted Pendulum System. 
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Resumo  Baseados em Modos Deslizantes Discretos, dois controladores são apresentados. O primeiro é um controlador que 
não considera o atraso no tempo de computação. O segundo controlador foi projetado levando em consideração o atraso compu-
tacional. O atraso no tempo de computação é assumido constante e menor que o período de amostragem. A utilidade do contro-
lador proposto é demonstrada através de simulações no Sistema Pêndulo Invertido Rotacional Duplo. 
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1    Introdução 

Controle com Estrutura Variável (CEV), também 
chamado de Controle com Modos Deslizantes 
(CMD), é estudado desde meados dos anos setenta 
(Utkin, 1978). Recentemente, a aplicação de CMD 
através de computadores para o projeto de sistemas 
práticos tem se tornado popular. Controle de Modos 
Deslizantes em um sistema contínuo é robusto para 
uma classe de incertezas na planta (De Carlo et al. 
1988). A implementação por dispositivos digitais, 
por outro lado, requer um determinado intervalo de 
amostragem que resulta não apenas em trepidação ao 
longo da superfície deslizante como também em pos-
síveis instabilidades (Furuta, 1990). Quando uma 
abordagem contínua é utilizada para um controlador 
discreto, os conversores A/D e D/A, bem como o 
período de amostragem, não são considerados. Con-
seqüentemente, o controlador contínuo terá uma boa 
performance apenas para pequenos períodos de a-
mostragem. Isto implica o uso de altas freqüências de 
processamento. 

Assim, um controlador de modo deslizante discreto 
projetado utilizando uma lei de controle suave, que 
leva em consideração os conversores A/D e D/A, 
bem como o período de amostragem, é necessário 
quando fazemos uso de computadores digitais para 
efetuar o controle. 

Quando um algoritmo de controle é implementa-
do em um computador digital, existe um atraso no 
tempo de computação, causado pela existência de 

atrasos nas medidas dos sinais realimentados e do 
tempo de execução das instruções. 

A presença do atraso computacional não apenas 
reduz relativamente à estabilidade e robustez, mas 
também degrada a performance. 

O interesse nos estudos do atraso no tempo de 
computação e aplicação de modos deslizantes para 
contornar tal problema vem crescendo com o passar 
dos anos (Hsu et al. 1998). 

Este artigo apresenta um novo controlador de 
modo deslizante discreto, que considera os efeitos do 
atraso no tempo de computação. Este projeto de con-
trole discreto propõe uma lei de controle suave que 
também leva em consideração os conversores e o 
período de amostragem. Assume-se que o atraso no 
tempo de computação do sinal de controle é constan-
te e menor que o período de amostragem. Para mos-
trar a efetividade do controlador proposto outro con-
trolador que não considera o atraso computacional 
será primeiramente apresentado (Garcia et al. 2005). 
A eficácia do controlador proposto é monstrada atra-
vés de simulações no Sistema Pêndulo Invertido Ro-
tacional Duplo. 

Na Seção 2, um controlador discreto de modos 
deslizantes é revisto (Garcia et al. 2005). A Seção 3 
apresenta o novo controlador discreto de modos des-
lizantes, que considera o atraso na computação do 
sinal de controle. A lei de controle é derivada usando 
funções discretas de Lyapunov. A Seção 4 apresenta 
o modelo matemático do Pêndulo Invertido Rotacio-
nal Duplo usado para as simulações. Na Seção 5 en-
contram-se os resultados das simulações. Nesta se-
ção, a performance de ambos os controladores será 
comparada. As conclusões estão na Seção 6. 



2    Controle com Modo Deslizante Discreto sem 
Atraso no Tempo de Computação 

Considere o sistema discreto, com uma entrada, re-
presentado por 

 1k k k

k k

x x u

y Cx
+ = Φ + Γ
=

 (1) 

onde n
kx ∈ ℜ , p

ky ∈ ℜ  são os sinais amostrados, 
1

ku ∈ ℜ  é o controle discreto. As matrizes constantes 

são n n×Φ ∈ ℜ , 1n×Γ ∈ ℜ  e p nC ×∈ ℜ . O par ( ),Φ Γ  é 

assumido controlável e o par ( ),CΦ  observável. 

A lei de controle é realizada por um computador. 
O controle é dado a cada instante de amostragem 
k∆ , onde ∆  é o período de amostragem. Em contro-
le digital, a entrada u  tem um valor constante entre a 
amostragem 

 ( ) ( ) ( ), 1eq
k ku t u k u u para k t k±= = + ∆ ≤ < + ∆(2) 

onde eq
ku  é o controle equivalente discreto e ku±  é o 

controle que mantém o sistema na superfície desli-
zante. 

2.1 Projeto da Superfície Deslizante 

A superfície deslizante discreta kS  é definida como 

 k kS Gx=  (3) 

onde a matriz 1 nG ×∈ ℜ  é projetada tal que os esta-
dos, mantidos em kS  para todo k , sejam estáveis. A 

técnica usada aqui é baseada no método do controle 
equivalente, como proposto em Utkin (1978).  

Uma lei de controle equivalente para o sistema 
da Eq. (1) para todo k é dada por (Garcia et al. 
2005), 

 
( ) ( )1

eq
k eq k

eq

u F x

F G G I
−

=

= − Γ Φ −
 (4) 

Conseqüentemente, dada uma superfície desli-
zante linear 0k kS Gx= = , a dinâmica do sistema em 

modos deslizantes é 

 ( ) ( )1

1k kx G G I x
−

+
 = Φ − Γ Γ Φ −   (5) 

2.2 Projeto da Lei de Controle 

Agora, a lei de controle ku±  será projetada. Suponha 

uma candidata à função de Lyapunov 

 
1

2
T

k k kV S S=  (6) 

Para garantir a condição de existência para a su-
perfície deslizante discreta, 
 1k kV V+ <  (7) 

Substituindo a Eq. (6) na Eq. (7), a condição de 
existência para a superfície deslizante é 

 1 1

1 1

2 2
T T
k k k kS S S S+ + <  (8) 

Considerando que (Furuta, 1990) 

 ( )
1 1 1

1

k k k k k

k k k k

S S S Gx Gx

S G x u Gx
+ + +

+

∆ = − = −
∆ = Φ + Γ −

 (9) 

e substituindo a Eq. (2) e Eq. (4) na Eq. (9) temos 
que 

 1k kS G u±
+∆ = Γ  (10) 

Substituindo 1 1k k kS S S+ += + ∆  na Eq. (8),  

 ( ) ( )1 1

1 1

2 2
T T

k k k k k kS S S S S S+ ++ ∆ + ∆ <  (11) 

e 

 1 1 12 T T
k k k kS S S S+ + +∆ < −∆ ∆  (12) 

Inserindo a Eq. (10) na Eq. (12) resulta em 

 ( ) ( )1

2

T T

k k k kG u S G u G u± ± ±Γ < − Γ Γ  (13) 

Supponha que 1GΓ =  (por simplicidade, no ca-
so de entrada única). Então, a condição de existência 
discreta para a superfície deslizante é 

 ( ) ( ) ( )1

2

T T

k k k ku S u u± ± ±< −  (14) 

Uma lei discreta que satisfaz a condição de exis-
tência, Eq. (14), é dada por 

 k ku S± = −  (15) 

Conseqüentemente, a lei de controle discreta que 
não leva em conta o atraso no tempo de computação 
é dada por 

 
( ) ( )1

eq
k k k

k k k

u u u

u G G I x S

±

−

= +

 = − Γ Φ − + 
 (16) 

com k kS Gx= . 

2.3 Análise da Robustez da Atratividade 

A lei de controle discreta, proposta na Eq. (16), além 
de rápida computação, também apresenta robustez 
para uma classe de incertezas. 

Considere o sistema discreto incerto 

 
( )1k k k k

k k

x x u f x

y Cx
+ = Φ + Γ + ∆
=

 (17) 

onde ( ) n
kf x∆ ∈ ℜ  é a função discreta que representa 

as incertezas da planta. 
 
Teorema 1: 

Se ( )k kGx G f x> ∆  para todo k , então o sis-

tema da Eq. (17) com a lei de controle discreta da Eq. 
(16), satisfaz a condição de atratividade para a super-
fície deslizante proposta. 
Prova:  

Considerando as incertezas, temos 

 ( )( )
1 1 1

1

k k k k k

k k k k k

S S S Gx Gx

S G x u f x Gx

+ + +

+

∆ = − = −

∆ = Φ + Γ + ∆ −
 (18) 



e substituindo a Eq. (2) e Eq. (4) na Eq. (18) 

 ( )1k k kS G u G f x±
+∆ = Γ + ∆  (19) 

Para a candidata a função de Lyapunov 
1
2

T
k k kV S S= , segue-se que 

 1 1 1

1

2
T

k k kV S S+ + +=  (20) 

 ( ) ( )1 1 1

1

2
T

k k k k kV S S S S+ + += + ∆ + ∆  (21) 

Substituindo a Eq. (19) na Eq. (20) resulta em 

 
( )( )

( )( )
1

1

2

T

k k k k

k k k

V S G u G f x

S G u G f x

±
+

±

= + Γ + ∆

+ Γ + ∆
 (22) 

Considerando que k ku S± = − , 1GΓ =  e substitu-

indo na Eq. (22) 
           

( )( ) ( )( )1

1

2

T

k k k k k k kV S S G f x S S G f x+ = − + ∆ − + ∆  

 ( )( ) ( )( ) ( ) 2

1

1 1

2 2

T

k k k kV G f x G f x G f x+ = ∆ ∆ = ∆ (23) 

Então, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 21 1 1

2 2 2
T T

k k k k k kV S S Gx Gx Gx= = = (24) 

Se ( )k kGx G f x> ∆ , da Eq. (23) e Eq. (24), 

tem-se 

 
( )

1

221 1

2 2

k k

k k

V V

Gx G f x

+>

> ∆
 (25) 

e a condição de atratividade é satisfeita. 

3    Controle com modo deslizante discreto com 
atraso no tempo de computação 

O uso de dispositivos digitais programáveis para rea-
lizar o controle robusto pode causar um atraso consi-
derável no sinal de controle, devido ao tempo de pro-
cessamento. Em geral, sabe-se que os efeitos do atra-
so no tempo de computação degradam a performance 
de controle e podem tornam a estabilização à malha 
fechada um problema de difícil solução. 

Assim, quando uma lei de controle é implemen-
tada por um computador digital, existe um atraso h , 
causado principalmente pelo tempo de execução das 
instruções que geram a entrada de controle após o 
instante de amostragem. Aqui assumimos que o atra-
so é constante e menor que um intervalo de amostra-
gem ( )0 h∆ < < ∆ . Conseqüentemente, o controle 

( )u t  pode ser escolhido da seguinte forma (Le-

e,1999) 

 
( ) ( )

( )1

eq
k ku t u k u u

para k h t k h

±= = +

∆ + ≤ < + ∆ +
 (26) 

O modelo discreto da Eq. (1) com entrada de 
controle da Eq. (26) é dado por (Lee, 1999) 

 
( )1 1

1 1 1 2

k k h k h k

k k k k

x x u u

x x u u
+ −

+ −

= Φ + Γ − Γ + Γ
= Φ + Γ + Γ

 (27) 

onde 

 
( )

( )
1

2 0

exp ,

exp

h h

h

h

A d B

A d B

∆
Γ = Γ − Γ = τ τ

Γ = Γ = τ τ

∫
∫

 (28) 

Neste modelo, a controlabilidade e observabili-
dade são preservadas na presença do atraso no tempo 
de computação. Note que a matriz de entrada Γ  sa-
tisfaz a relação 1 2Γ = Γ + Γ . 

Considere um sistema discreto com entrada úni-
ca representado por 

 1 1 1 2k k k k

k k

x x u u

y Cx
+ −= Φ + Γ + Γ
=

 (29) 

onde n
kx ∈ ℜ , p

ky ∈ ℜ  são os sinais amostrados, 
1

ku ∈ ℜ  é o controle discreto. As matrizes constantes 

são n n×Φ ∈ ℜ , 1Γ  e 1
2

n×Γ ∈ ℜ  e p nC ×∈ ℜ . 

3.1 Projeto da Superfície Deslizante 

A superfície deslizante discreta kS  proposta é dada 

por 
 1 1k k kS Gx G u −= + Γ  (30) 

onde a matriz 1 nG ×∈ ℜ  é projetada tal que os esta-
dos, mantidos em kS  para todo k , sejam estáveis. 

A lei de controle tem a mesma estrutura como 
apresentada pela Eq. (2). 

Uma lei de controle equivalente para o sistema 
da Eq. (29), na condição de deslizamento, é obtido de 

1k kS S+ = . Então 

    ( )
1 1 1 1

1 1 2 1 1 1

eq eq
k k k k

eq eq eq eq
k k k k k k

Gx G u Gx G u

G x u u G u Gx G u

+ −

− −

+ Γ = + Γ

Φ + Γ + Γ + Γ = + Γ
 

 2 1
eq eq

k k k kG x G u G u GxΦ + Γ + Γ =  (31) 

Considerando que 1 2Γ = Γ + Γ , o resultado é 

 
( ) ( )1

eq
k eq k

eq

u F x

F G G I
−

=

= − Γ Φ −
 (32) 

e a matriz G pode ser facilmente projetada para ga-
rantir a condição de modo deslizante. 

Note que o controle equivalente é o mesmo pro-
posto na Seção 2. 

3.2 Projeto da Lei de Controle 

Agora, a lei de controle ku±  será projetada. Conside-

rando da Eq. (6) até a Eq. (8) e a Eq. (30), nós temos 
  

            

1 1

1 1 1 1 1

k k k

k k k k k

S S S

S Gx G u Gx G u
+ +

+ + −

∆ = −
∆ = + Γ − − Γ  (33) 

que também resulta em 

 1k kS G u±
+∆ = Γ  (34) 



Desde que a Eq. (10) é igual a Eq. (34), os pas-
sos para computar a lei de controle são os mesmos 
que vão da Eq. (11) até a Eq. (14). Então, 

 k ku S± = −  (35) 

Dessa forma, a lei de controle que considera os 
efeitos do atraso no tempo de computação é 

 
( ) ( )1

eq
k k k

k k k

u u u

u G G I x S

±

−

= +

 = − Γ Φ − + 
 (36) 

com 1 1k k kS Gx G u −= + Γ . 

3.3 Análise da Robustez da Atratividade 

A lei de controle da Eq. (36) foi escolhida devido a 
sua simplicidade e também por sua velocidade de 
computação. Outras leis discretas satisfazem a condi-
ção de existência de modo deslizante, apresentada na 
Eq. (8). A lei de controle proposta na Eq. (36), que 
considera o atraso computacional, também apresenta 
robustez para uma classe de incertezas, como mos-
trado a seguir.    

Considere o sistema discreto incerto com atraso 
no tempo de computação 

 
( )1 1 1 2k k k k k

k k

x x u u f x

y Cx
+ −= Φ + Γ + Γ + ∆
=

 (37) 

onde ( ) n
kf x∆ ∈ ℜ  é a função discreta que representa 

as incertezas da planta. 
Teorema 2: 

Se ( ) ( )1 1k k kG x u G f x−+ Γ > ∆  para todo k , 

então o sistema da Eq. (37) com a lei de controle 
discreta da Eq. (36), apresenta uma condição de atra-
tividade para a superfície deslizante. 
Prova:  

Considerando as incertezas, temos 

 ( )( )
1 1 1 1 1 1

1

k k k k k k k

k k k k k

S S S Gx G u Gx G u

S G x u f x Gx

+ + + −

+

∆ = − = + Γ − − Γ

∆ = Φ + Γ + ∆ −
(38) 

e substituindo a Eq. (26) e Eq. (32) na Eq. (38) 

 ( )1k k kS G u G f x±
+∆ = Γ + ∆  (39) 

Para a candidata a função de Lyapunov 
1
2

T
k k kV S S= , segue-se que 

 1 1 1

1

2
T

k k kV S S+ + +=  (40) 

 ( ) ( )1 1 1

1

2
T

k k k k kV S S S S+ + += + ∆ + ∆  (41) 

Substituindo a Eq. (39) na Eq. (41) resulta em 

 
( )( )

( )( )
1

1

2

T

k k k k

k k k

V S G u G f x

S G u G f x

±
+

±

= + Γ + ∆

+ Γ + ∆
 (42) 

 

Considerando que k ku S± = − , 1GΓ =  e substitu-

indo na Eq. (42) 

   ( )( ) ( )( )1

1

2

T

k k k k k k kV S S G f x S S G f x+ = − + ∆ − + ∆  

 ( )( ) ( )( ) ( ) 2

1

1 1

2 2

T

k k k kV G f x G f x G f x+ = ∆ ∆ = ∆ (43) 

Então, 
           

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 1

2 2
T T

k k k k k k kV S S Gx G u Gx G u− −= = + Γ + Γ

 

 
2

1 1

1

2k k kV Gx G u −= + Γ  (44) 

Se ( ) ( )1 1k k kG x u G f x−+ Γ > ∆ , da Eq. (43) e 

Eq. (44), nós temos 

 
( )

1

22

1 1

1 1

2 2

k k

k k k

V V

Gx G u G f x

+

−

>

+ Γ > ∆
 (45) 

e a condição de atratividade é satisfeita. 

4    Sistema Pêndulo Invertido rotacional duplo 

Pêndulos Invertidos são excelentes sistemas para 
realizar demonstrações de técnicas de controle auto-
mático. Eles são sistemas não-lineares, instáveis e 
muito interessantes de serem observados. 

A Figura 1 (Brockett e Li, 2003) mostra a confi-
guração básica para o pêndulo invertido duplo que 
foi modelado. As flechas nos arcos denotam a dire-
ção positiva para as variáveis de estado da planta. As 
linhas pontilhadas verticais denotam a origem de 
deslocamento dos estados. 

 
 
 
 

 

Figura 1. Pêndulo Invertido Rotacional Duplo. 

 



Tabela 1. Valores dos Parâmetros Físicos. 

Os parâmetros físicos do pêndulo invertido du-
plo são dados na Tabela 1 (Driver e Thorpe, 2004). 

Por simplicidade, assuma que 

( )2
1 1 1 2 3h J L m m= + + , ( )2 1 2 2 3 2h L m l m L= + , 

3 1 3 3h L m l= , 2 2
4 2 2 3 2 2h J L m l m= + + , 5 2 3 3h L m l= , 

2
6 3 3 3h J l m= + , ( )7 2 2 3 2h g m l m L= +  e 8 3 3h gm l= . 

As equações dinâmicas são (Driver e Thorpe, 
2004) 

 
( ) ( )

( )
( )

1 1 1 1 2 2 2 3 3 3

2 2
2 2 2 3 3 3

2 2 2 1 2 4 2

2
5 3 3 2 5 3 3 2 7 2

3 3 3 1 3 5 2 3 2 6 3

2
5 2 3 2 8 3

cos cos

sin sin

cos

cos sin sin

cos cos

sin sin

b h h h

h h

b h h

h h h

b h h h

h h

τ − θ = θ + θ θ + θ θ −

θ θ − θ θ

− θ = θ θ + θ +

θ θ − θ − θ θ − θ + θ

− θ = θ θ + θ θ − θ + θ +

θ θ − θ + θ

� �� ��

� �

� �� ��

�� �

� �� �� ��

�

(46) 

O sistema linear no ponto de equilíbrio (origem) 
é usado para computar a superfície deslizante e a lei 
de controle. Este sistema foi obtido baseado nas e-
quações dinâmicas da Eq. (46). 

5    Resultados das Simulações 

O software utilizado para as simulações no modelo 
matemático do pêndulo invertido rotacional duplo foi 
o MATLAB*, com SIMULINK**. 

Assuma que todos os estados da planta estão 
disponíveis 

Primeiro, o modelo não linear do sistema pêndu-
lo invertido rotacional duplo com o controlador que 
não considera o atraso computacional é apresentado, 
na Figura 2. 

Vetor 
de Estados

Sinal  de controle

> >>

Modelo matemático não-l inear
do sistema pêndulo invertido

rotacional duplo

> >>

Conversor
D/A

> >>

Conversor
A/D

<<<

Controlador discreto de
modo deslizante que não
considera os efeitos do 
atraso na computação 

do sinal de controle

<<<

Atraso no
tempo de computação

 

Figura 2. . Modelo esquemático para o controlador que não consi-
dera os efeitos do atraso no tempo de computação. 

Resultados das simulações com onda senoidal 
como sinal de referência e condições iniciais 

[ ]1 1 2 2 3 3 0 0 0 0 0 0 θ θ θ θ θ θ = 
� � �  

são mostrados na Figura 3 (intervalo de amostragem 
de 0.04 segundos e sem atraso computacional) e na 
Figura 4 (intervalo de amostragem de 0.04 segundos 
com atraso no tempo de computação de 0.03 segun-
dos). 
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Tempo(seg)

0 10 20 30 40 50 60
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Referência

 

Figura 3. Referência com deslocamento do braço ( )1θ  e sinal de 

controle para intervalo de amostragem de 0.04 segundos sem 
atraso computacional. 

Parâmetro Símbolo Valor Unidade 

Massa do link 2 2m  0.370 Kg  

Massa do link 3 3m  0.088 Kg  

Fricção viscosa do link 1 1b  0.0001 Nms  

Fricção viscosa do link 2 2b  0.00028 Nms  

Fricção viscosa do link 3 3b  0.00028 Nms  

Comprimento do centro de rotação do link 2 ao centro de massa 2l  0.269 m  

Comprimento do centro de rotação do link 3 ao centro de massa 3l  0.152 m  

Comprimento do link 1 1L  0.278 m  

Comprimento do link 2 2L  0.313 m  

Momento de inércia sobre o centro de rotação do link 1 1J  0.0248 2Kgm  

Momento de inércia sobre o centro de rotação do link 2 2J  0.0304 2Kgm  

Momento de inércia sobre o centro de rotação do link 3 3J  0.00561 2Kgm  

Gravidade g  9.8 2m s  

* MATLAB é produto da The MathWorks Inc. 
** SIMULINK é produto da The MathWorks Inc. 
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Figura 4. Referência com deslocamento do braço ( )1θ  e sinal de 

controle para intervalo de amostragem de 0.04 segundos com 
atraso no tempo de computação de 0.03 segundos (atraso não 

considerado). 

Pelos resultados das simulações nota-se que este 
controlador, na presença de um alto atraso computa-
cional relevante, tem uma performance ruim. O sis-
tema, neste caso, é instável. 

Agora, o controlador que considera o atraso no 
tempo de computação será implementado. 

Este modelo é apresentado na Figura 5. 
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<<<
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Figura 5. Modelo esquemático para o controlador que considera os 
efeitos do atraso no tempo de computação. 

Para a mesma condição de atraso usada anteri-
ormente para a primeira lei de controle (Figura 4), os 
resultados das simulações obtidos são mostrados na 
Figura 6. 
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Figura 6. Referência com deslocamento do braço ( )1θ  e sinal de 

controle para intervalo de amostragem de 0.04 segundos com 
atraso no tempo de computação de 0.03 segundos (atraso conside-

rado). 

A Figura 6 indica uma boa performance para es-
te controlador, considerando um alto atraso computa-
cional. Neste caso, o sistema é estável, e a perfor-

mance de controle não sofre degradação, se compa-
rada com o primeiro controlador proposto (Figura 4). 

6    Conclusões 

Neste artigo, foi apresentada uma nova estratégia de 
controle que leva em consideração o atraso no tempo 
de computação. Para mostrar a efetividade do novo 
controlador, outro controlador que não considera o 
atraso computacional foi apresentado. Foi assumido 
que o atraso no tempo de computação h  é constante 
e menor que o intervalo de amostragem ∆ . Simula-
ções foram realizadas no Sistema Pêndulo Invertido 
Rotacional Duplo para a validação da lei de modos 
deslizantes proposta, e os resultados verificaram sua 
utilidade. Quando o atraso é levado em consideração, 
a performance de controle é melhorada. 
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